Calcul de l'intégrale de Dirichlet

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 235 : Problemes d’interversion en analyse

— 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables

— 239 : Fonction définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme.

Preuve:

Etape 1 : Justifions la convergence de cette intégrale

On a % v 1 et pour X > 1, on a en intégrant par parties,
—
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et t — est intégrable sur [1,+oo[ car

Etape 2 : Etudions la transformée de Laplace de sinc
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Introduisons F': x — / e’ ; dt la transformée de Laplace de sinc,
0

F est bien définie sur R™* car pour > 0, on a e‘“’t% = H(J)roo(t%) donc t e‘“”tsmT(t) est intégrable
pour x > 0.

F(z) est définie pour x > 0 et est définie pour x = 0 d’apres précédemment.

Montrons que F est de classe C!' sur RT*,

Soit f: (z,t) € RT x R™* — e‘xtmlﬁ, [ est de classe C sur (R™)? avec 0, f(x,t) = —e ' sin(t).
Soit @ > 0, pour tout x > a et t > 0, |0,.f(x,t)] = e *|sin(t)] < e et t — e~ est intégrable sur



R™, donc par théoréme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C' sur ]a, +oc[ donc sur

R** avec pour tout = > 0,
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Donc il existe ¢ € R tel que Vo > 0, F'(x) = ¢ — arctan(x). Or, comme
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On a donc ¢ = 7 et Vo > 0, F'(xz) = § — arctan(z).
Pour montrer que F(0) = 0, il faut étudier la continuité de F' en 0.

Etape 3 : Montrons la continuité de F en 0

Remarque 1. 11 n’est pas possible d’utiliser le théoreme de continuité sous le signe somme en 1’état

car t — % n’est pas intégrable sur R.
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0 de sorte que F' = F} + F5.

+o0 in(t
Fi(z) = /1 e ™ smt( ) dt

Posons

La fonction Fy est de classe C* sur R car on dispose de la domination |9, f(x,t)| = e *|sin(t)| < 1

et la constante 1 est intégrable sur |0, 1].
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Montrons la continuité de F5 = ImG avec G : © — / ; dt.
1
Pour X > 1,
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Comme 6_(:2_i)t < t%, la fonction t — e_(;_i)t est intégrable et

G(x) = dt
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Or, (z,t) = <5 est continue sur R* x [1, +00[ et on dispose de la domination

t2
G est continue sur R™ donc F, et I le sont.

+00 gin(t
On a donc F(0) = / SH;( ) dt
0
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